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Résumé. � Pour un schéma réduit projectif sur l'anneau des entiers d'un corps de

nombres, l'ensemble des places au dessus desquelles les �bres du schéma ne sont pas

réduite est un ensemble �ni. On donne une majoration explicite du produit des normes

de ces places. Pour cela, on introduit une généralisation de la notion de hauteur sur

l'anneau adélique. En utilisant la théorie des variétés de Chow, on ramène le cas

général d'un schéma de dimension pure à celui d'une hypersurface et on traite ce

dernier à l'aide du résultant de l'équation de l'hypersurface et des dérivées partielles

de cette équation.

Abstract (Non-reduced �bers of an arithmetic scheme). � For a reduced

projective scheme over the ring of integers of a number �eld, the set of places over

which the �bres of the scheme are not reduced is a �nite set. We give an explicit

upper bound for the product of the norms of places in this set. For this purpose, we

introduce a generalization of the notion of height over the adelic ring. We reduce the

general case of a scheme of pure dimension to the case of a hypersurface by using the

theory of Chow varieties. The case of a hypersurface is then treated with the help of

the resultant of the equation of the hypersurface with some partial derivatives of the

equation.
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1. Introduction

Soit X → SpecOK un schéma noethérien réduit, où K est un corps de nombres
et OK est l'anneau des entiers de K. On désigne par SpmOK l'ensemble des idéaux
maximaux de l'anneau OK . Une place p ∈ SpmOK est appelée place non réduite du
schéma X → SpecOK si la �bre XFp

= X ×SpecOK SpecFp → SpecFp n'est pas
réduite, où Fp est le corps résiduel de OK par rapport à p. D'après [13, Théorème
(9.7.7)], il n'y a qu'un nombre �ni d'idéaux maximaux p ∈ SpmOK tels que la �bre
XFp

→ SpecFp ne soit pas réduite.
Il est naturel de considérer une description numérique des places non réduites.

Par exemple, on considère la majoration du nombre de ces idéaux maximaux ou la
majoration du produit des normes de ces idéaux maximaux.

Erné a considéré un sujet similaire. Dans [6], étant donnée une hypersurface pro-
jective géométriquement intègre d'un degré �xé, par le théorème arithmétique de
Bézout introduit dans [1, Theorem 5.4.4, Theorem 5.5.1], elle étudie la majoration du
produit des normes de idéaux maximaux tels que les �bres contiennent une hypersur-
face d'un autre degré plus petit �xé. Dans [7], elle étudie le cas de schéma projectif
géométriquement intègre en utilisant la théorie des variétés de Chow.

1.1. Résultat principal. � Dans cet article, pour un schéma projectif réduit sur
un corps de nombres arbitraire, on donnera une majoration du produit des normes
des idéaux maximaux non réduits.

Théorème 1.1 (Théorème 6.1). � Soit X un sous-schéma fermé réduit de di-
mension pure d et de degré δ de PnK , dont l'adhérence schématique dans PnOK est X .
On désigne par Q(X ) l'ensemble des places sur lesquelles les �bres de X ne sont pas
réduites. Alors on a

1

[K : Q]

∑
p∈Q(X )

logN(p) 6 (2δ − 1)hO(1)
(X) + C0(d, n, δ),

où N(p) = #(OK/p), et hO(1)
(X) est une hauteur de X (voir la dé�nition 3.1). De

plus, on explicitera la constant C0(d, n, δ) dans le théorème 6.1.

1.2. Méthode. � D'abord on résout ce problème dans le cas où X est une hy-
persurface projective (voir le théorème 5.5). On considère le polynôme homogène qui
dé�nit X comme un polynôme à coe�cients dans l'anneau adélique AK (voir la re-
marque 3.12). Dans ce cas-là, on considère son polynôme primitif au sens adélique.
De plus, on considère un résultant de ce polynôme primitif, qui est non-nul lorsque
l'hypersurface X est réduite. On donnera une majoration des idéaux maximaux tels
que les réductions du polynôme modulo lequels s'annulent, ce qui donne un contrôle
des places non réduites.

En suite, on résout le cas où X est un schéma projectif de dimension pure en
utilisant la théorie des variétés de Chow et des variétés de Cayley (voir le théorème
6.1). Si un schéma de dimension pure est réduit, toute composante irréductible de sa
forme de Chow ou de sa variété de Cayley est de multiplicité 1 (voir la dé�nition 2.1).
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La méthode dans cet article est di�érente de celle dans [6, 7] et permet d'obtenir des
résultats explicits. Comparée aux estimations dans [6, 7], notre majoration donne une
meilleure dépendance de la hauteur de X et, globalement, de meilleures constantes.
Comme on utilise une méthode explicite, il faut utiliser la hauteur classique (voir la
dé�nition 3.2) directement. Pour le cas général de dimension pure, on a besoin de
comparer certaines hauteurs de X.

1.3. Organisation de l'article. � Cet article est organisé comme suivant. Dans la
section 2, on rappellera la théorie des variétés de Chow et des variétés de Cayley, qui
est purement géométrique. Dans la section 3, on comparera quelques hauteurs d'un
schéma arithmétique de dimension pure. Dans la section 4, on construira un résultant
particulier, et donnera une majoration des idéaux maximaux de OK tels que les
réductions de ce résultant modulo lesquels sur laquelles s'annulent. Dans la section 5,
on donnera la majoration mentionnée plus haut pour le cas d'une hypersurface dans
le théorème 5.5, où l'on considère le résultant de l'équation qui dé�nit l'hypersurface.
Dans la section 6, on traitera le cas d'un schéma de dimension pure général par la
théorie des variétés de Chow et des variétés de Cayley au théorème 6.1.

Remerciements. � Ce travail fait partie de la thèse de l'auteur préparée à l'Univer-
sité Paris Diderot - Paris 7. L'auteur voudrait remercier profondément ses directeurs
de thèse Huayi Chen et Marc Hindry pour leurs suggèstions autour de ce travail. De
plus, l'auteur voudrait remercier le rapporteur anonyme pour sa lecture attentive et
ses nombreuses suggestions qui ont permis d'améliorer grandement le présent texte.

2. La variété de Chow et la variété de Cayley

Dans cette section, on rappellera les notions de variété de Chow et de variété de
Cayley d'un schéma projectif de dimension pure. Dans tout l'article, les anneaux
considérés sont commutatifs et unitaires sauf mention contraire.

2.1. La formation sur un corps. � Pour la construction des variétés de Chow
et des variétés de Cayley sur un corps, on utilise une approche inspirée par [4, �3.1].
On renvoie à [11] pour une introduction systématique de cette théorie.

f Soient A un anneau, et M un A-module. On désigne par `A(M) la longueur de
M comme un A-module. On revoie les lecteurs à [5, �2.4] pour plus de détails.

Soit m un entier positif. On désigne par Symm
A (M) le m-ième produit symétrique

de M , ou par Symm(M) s'il n'y a pas d'ambiguïté sur A. De plus, on désigne par

SymA(M) :=
⊕
i∈N

Symi
A(M).

La notion introduite au-dessous provient de [10, �1.5].

Dé�nition 2.1. � Soient X un schéma noethérien de dimension pure, et C(X)
l'ensemble des composantes irréductibles de X. On dé�nit le cycle fondamental de X
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comme la somme formelle

[X] =
∑

X′∈C(X)

`OX,X′ (OX,X′)X
′.

De plus, l'entier `OX,X′ (OX,X′) est appelé la multiplicité de la composante irréductible
X ′ ∈ C(X) dans X.

Soient V un espace vectoriel de rang �ni sur un corps k, et P(V ) l'espace projectif
associé à V . Dans la dé�nition 2.1, si X est un sous-schéma fermé de dimension pure
de P(V ), on dé�nit le degré du cycle [X] comme∑

X′∈C(X)

`OX,X′ (OX,X′) degOV (1)(X
′),

qui est égal à degOV (1)(X). Dans la suite, on désgine par deg(X) le degré degOV (1)(X)
pour simpli�er les notations.

Maintenant on donne la construction précise de la variété de Cayley d'un sous-
schéma fermé de dimension pure X de P(V ). Certaines idées proviennent de [11,
�3.2.B], où l'on considère un plongement dans la grassmannienne. La variété de Caylay
paramétrise les sous-schémas linéaires de dimension n − dim(X) − 1 de P(V ) dont
l'intersection avec X est non vide.

Soit Ǧ = Gr (d+ 1, V ∨) la grassmannienne qui classi�e les quotients de rang
d + 1 de V ∨ (ou encore les sous-espaces de rang d + 1 de V ), où V ∨ est l'espace

dual de V . Par le plongement de Plücker Ǧ → P
(∧d+1

V ∨
)
, l'algèbre de coor-

données B(Ǧ) =
⊕
D>0

BD(Ǧ) de Ǧ est une algèbre quotient homogène de l'algèbre⊕
D>0

SymD
(∧d+1

V ∨
)
. Pour expliquer le rôle de la coordonnée de Plücker, on consi-

dère la construction suivante : on désigne par

(1) θ : V ∨ ⊗k
(∧d+1

V

)
→
∧d

V

l'homomorphisme qui envoie ξ ⊗ (x0 ∧ · · · ∧ xd) sur
d∑
i=0

(−1)iξ(xi)x0 ∧ · · · ∧ xi−1 ∧ xi+1 ∧ · · · ∧ xd.

Soit Γ̃ la sous-variété de P(V ) ×k P
(∧d+1

V ∨
)
qui classi�e les point (ξ, α) tels que

θ(ξ ⊗ α) = 0.
Soient

p′ : P(V )×k P
(∧d+1

V ∨
)
→ P(V )

et

q′ : P(V )×k P
(∧d+1

V ∨
)
→ P

(∧d+1
V ∨
)



FIBRES NON RÉDUITES D'UN SCHÉMA ARITHMÉTIQUE 5

les deux projections canoniques, et v : Γ̃ → P(V ) ×k P
(∧d+1

V ∨
)
le plongement

canonique. On dé�nit

p = p′ ◦ v : Γ̃→ P(V ) et q = q′ ◦ v : Γ̃→ P
(∧d+1

V ∨
)
.

Alors on a un diagram commutatif comme suit

Γ̃

q

��

p

��

v
��

P(V )×k P
(∧d+1

V ∨
)

q′

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQ
p′

xxppp
ppp

ppp
ppp

p

P(V ) // Spec k P
(∧d+1

V ∨
)
.oo

Avce la construction au-dessus, on a la proposition suivante, qui est une générali-
sation de [4, Proposition 3.4].

Proposition 2.2. � Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V ),
qui est de dimension d. On suppose que [X] =

∑
i∈I

miXi est le cycle fondamental de

X. Alors q∗ (p∗[X]) est un diviseur sur P
(∧d+1

V ∨
)
. De plus, ce diviseur est de la

forme de
∑
i∈I

miX̃
′
i, où chaque X̃ ′i est une hypersurface intègre de degré deg(Xi) de

P
(∧d+1

V ∨
)
, et les X̃ ′i sont distincts.

Démonstration. � D'abord, on considère le cas où X est un schéma intègre. Dans ce
cas-là, la démonstration suivante est inspirée par [4, Proposition 3.3]. La sous-variété
d'incidence Γ̃ est une �bration sur P(V ). Comme X est intègre, l'inverse schématique
p−1(X) est irréductible. On désigne par Y = p−1(X), considéré comme un sous-
schéma fermé et intègre de Γ̃. La projection q est propre, donc l'image Z = q(Y ) est

un sous-schéma fermé intègre de P
(∧d+1

V ∨
)
.

Soit ξ = SpecK un point fermé arbitraire de Z, qui est correspondant au (d+ 1)-
ième puissance extérieure d'un sous-espace de rang d + 1 de V . La �bre Yξ coïncide
avec le sous-schéma de XK dé�ni par l'annulation sur V au sens de (1) en prolongant
k dans K. On prend garde que la dimension de XK est d. Donc q envoie Y dans Z

birationnellement et on a dim(Z) = dim(Y ) = dim
(
P
(∧d+1

V ∨
))
− 1.

A�n de calculer le degré de Z dans P
(∧d+1

V ∨
)
, on considère l'égalité de la classe

des cycles
[Z] = q∗(p

∗[X]) = deg(X) · q∗(p∗[U ]),

où U est l'espace projectif associé à un espace quotient de dimension d + 1 de V

arbitraire prolongé dans P
(∧d+1

V ∨
)
par le plongement de Plücker. On prend garde
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que q∗(p∗[U ]) est la classe première de Schubert dans P
(∧d+1

V ∨
)
(cf. [10, �14.7]),

alors le degré de Z est deg(X).
Dans la suite, on considère le cas de schémas généraux de dimension pure. Si X

est un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V ) avec le cycle fondamental dans
l'énoncé, on a

q∗(p
∗[X]) =

∑
i∈I

miq∗(p
∗[Xi]).

Soient Xi et Xj deux composantes irréductibles distinctes de X, qui sont considé-
rées comme deux schémas intègres. Donc il existe un k-point P dans P(V ), tel que
P ∈ Xi(k) mais P 6∈ Xj(k). De plus, on obtient qu'il existe un sous-schéma k-linéaire
fermé qui intersecte Xi en un sous-schéma non vide mais n'intersecte pas Xj . On en
déduit q∗(p∗[Xi]) 6= q∗(p

∗[Xj ]) comme des cycles premiers.

Dé�nition 2.3. � Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V ). On
dit que le cycle déterminé dans la proposition 2.2 est diviseur de Cayley de X. De

plus, on dit que l'hypersurface de P
(∧d+1

V ∨
)
dont le cycle fondamental est celui

déterminé dans la proposition 2.2 est la variété de Cayley de X.

Remarque 2.4. � Avec la construction dans la proposition 2.2. Si on remplace

P
(∧d+1

V ∨
)
par la grassmannienne Gr (d+ 1, V ∨), on a presque le même résultat.

Dans ce cas-là, le cycle sur Gr (d+ 1, V ∨) obtenu par le sens similaire est appelé le
diviseur de Chow, et l'hypersurface de Gr (d+ 1, V ∨) obtenue par le même sens que
celui dans la dé�nition 2.3 est appelée la variété de Chow, qui est de degré δ aussi.
Voir [11, �3.2.B] pour plus détails sur l'approche.

2.2. Le diviseur de Cayley sur un anneau de Dedekind. � Dans cette partie,
on donnera une construction de diviseurs de Cayley sur un anneau de Dedekind.
Certaines idées sont inspirées par [1, �4.3.1].

Soient A un anneau de Dedekind, E un �bré vectoriel de rang n+ 1 sur SpecA, et
E∨ le �bré dual de E . À tout schéma L sur SpecA, le foncteur grassmannien associe
l'ensemble de modules quotients localement libres de E∨⊗AOL de rang d+ 1 sur OL.
On désigne par Gr (d+ 1, E∨) le schéma qui représente ce foncteur grassmannien. En
particulier, si d = 0, on le désigne par P(E) pour des raisons de simplicité.

Dans la suite, on introduit le plongement de Plücker Gr(d+1, E∨)→ P
(∧d+1 E∨

)
,

et le sous-schéma d'incidence Γ̃ de P (E)×SpecAP
(∧d+1 E∨

)
sur SpecA. Pour toute A-

algèbre k qui est un corps, le plongement de Plücker envoie un point de Gr (d+ 1, E∨k )

dans P
(∧d+1 E∨k

)
par (1). De plus, les points de Γ̃ à valeur dans k sont les couples

(ξ, α) ∈ P (Ek) (k)× P

(
d+1∧
E∨k

)
(k)

satisfaisant θ (ξ ⊗ α) = 0, où θ est dé�ni dans (1).
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Soient

p̃′ : P (E)×SpecA P
(∧d+1

E∨
)
→ P (E)

et

q̃′ : P (E)×SpecA P
(∧d+1

E∨
)
→ P

(∧d+1
E∨
)

les deux projections canoniques. et ṽ : Γ̃→ P (E)×SpecA P
(∧d+1 E∨

)
le plongement

canonique. On dé�nit

p̃ = p̃′ ◦ ṽ : Γ̃→ P (E) et q̃ = q̃′ ◦ ṽ : Γ̃→ P
(∧d+1

E∨
)
.

Alors on a le diagramm commutatif

Γ̃

q̃

��

p̃

��

ṽ
��

P(E)×SpecA P
(∧d+1 E∨

)
q̃′

((RR
RRR

RRR
RRR

RR
p̃′

wwooo
ooo

ooo
ooo

oo

P(E) // SpecA P
(∧d+1 E∨

)
.oo

On a la proposition suivante concernant le cycle q̃∗ (p̃∗ [X ]), dont la démonstration
est même que celle de [1, Lemma 4.3.1].

Proposition 2.5. � Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P (E). Si
X est plat sur SpecA (resp. plat sur SpecA et irréductible), q̃∗ (p̃∗ [X ]) → SpecA
l'est aussi.

Démonstration. � D'abord, on suppose que X est un schéma intègre. Un schéma
intègre sur SpecA est plat si et seulement si son point générique se trouve au-dessus
du point générique SpecK de SpecA. Comme le morphisme p̃ : Γ̃ → P(E) est lisse
à �bres géométriquement connexes, le cycle p̃∗(X ) est irréductible aussi. Son point
générique se trouve au-dessus de celui de X , et se trouve au-dessus de SpecK.

On désigne par mW le cycle q̃∗ (p̃∗[X ]), où m est un entier positif. Dans ce cas-là,
W est plat sur SpecA. L'entier m sera zéro si W est de codimension plus grande
que ou égale à 1 dans p̃∗(X ) (cf. [10, �1.4]), sinon m s'indenti�e au degré du corps
des fonctions rationnelles de p̃∗(X ) sur celui de W . Comme l'image directe propre
commute avec l'image inverse (cf. [10, Proposition 1.7 et �20.1]), on est capacité de
calculer m en appliquant le changement de base SpecK → SpecA. Alors on réduit le
problème au cas où l'annear de base est un corps, qui est démontré dans la proposition
2.2, voir [4, Proposition 3.4] aussi.
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Si X n'est pas intègre, soit [X ] =
∑
i∈I

mi[Xi] le cycle fondamental de X , alors on

a
q̃∗ (p̃∗ [X ]) =

∑
i∈I

miq̃∗ (p̃∗[Xi]) .

Donc on a le résultat en appliquant l'argument ci-dessus composante par composante.

Dé�nition 2.6. � Soit X un sous-schéma fermé de P(E) sur SpecA. On dit que

le cycle q̃∗ (p̃∗ [X ]) est le diviseur de Cayley de X sur P
(∧d+1 E∨

)
.

La proposition suivante est autour de la commutativité de la construction du
diviseur de Cayley et certains changements de base, qui est énoncé dans [1, �4.3.2
(i)]. On va donner une démonstration détaillée de l'assertion pour le cas d'anneau de
Dedekind.

Proposition 2.7. � Avec toutes les notations et la constructions dans cette partie.
Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(E) sur SpecA, où A est un
anneau de Dedekind. Soit T un schéma noethérien régulier qui satisfait l'une des deux
condition suivantes :

(i) : le changement de base T → SpecA est plat ;
(ii) : le schéma T est un point fermé dans le changement de base T → SpecA, et

X ×SpecA T → T et X → SpecA ont la même dimension relative.

Alors on a
(q̃T )∗

(
(p̃T )

∗
[XT ]

)
= (q̃∗ (p̃∗ [X ]))T .

Autrement dit, la construction du diviseur de Cayley commute au changement de base
satisfaisant les condtions ci-dessus.

Démonstration. � Par la construction dans l'énoncé, on a le diagram commutatif

P(E)T

r1

��

Γ̃T
p̃Too

r2

��

q̃T // P
(∧d+1 E∨

)
T

r3

��

P(E) Γ̃
p̃oo q̃ // P

(∧d+1 E∨
)

induit par le changement de base T → SpecA.

(i) : Si le changement de base T → SpecA est plat, les morphismes r1, r2 et r3

sont plats aussi. Par dé�nition, on a p̃ ◦ r2 = r1 ◦ p̃T , d'où l'on a

r∗2(p̃∗[X ]) = p̃∗T (r∗1 [X ])

par [10, Lemma 1.7.1] couplé avec [10, �20.1].
On désigne [Y ] = p̃∗[X ] pour simpli�er. Car le morphisme q̃ est propre, on

a
r∗3(q̃∗[Y ]) = (q̃T )∗(r

∗
2 [Y ])

d'après [10, Proposition 1.7] couplé avec [10, �20.1], qui termine la démonstra-
tion.
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(ii) : Maintenant on considère le cas satisfaisant la condition (ii). Dans ce cas-là,
T est un diviseur de Cartier sur SpecA. Alors on peut identi�er P(E)T (resp. Γ̃T

et P
(∧d+1 E∨

)
T
) à un sous-schéma fermé de codimension 1 de P(E) (resp. Γ̃ et

P
(∧d+1 E∨

)
), à savoir la �bre de P(E) (resp. Γ̃ et P

(∧d+1 E∨
)
) au-dessus de

l'image de T → SpecA. Alors les morphismes r1, r2 et r3 sont des immersions
fermées.

Avant tout, on suppose que X est intègre. D'abord, on démontrera X *
P(E)T comme des sous-schémas fermé de P(E). Si X ⊆ P(E)T , alors XT a
la même dimension que celle de X . La dimension de P(E)T et 1 plus petite
que celle de P(E), donc on a une contradiction à partir de la condition sur la
dimension relative dans (ii).

Alors on a X * P(E)T . Par la construction dans [10, De�nition 2.3, Remark
2.3] couplé avec [10, �20.1], on a

[X ] · [P(E)T ] = [X ∩ P(E)T ] = [r−1
1 (X )] = r∗1 [X ]

comme des cycles sur P(E)T .
De plus, les morphismes p̃ et p̃T sont lisses et ont les �bres géométriquement

connexes, donc l'inverse schématique Y = p̃−1(X ) est irréductible, d'où l'on a
[Y ] = p̃∗[X ]. Alors par le même argument que celui ci-dessus, on a

r∗2 [Y ] = [Y ] · [Γ̃T ].

comme des cycles sur Γ̃T . De plus, par [10, De�nition 2.3, Remark 2.3] encore
couplé avec [10, �20.1], on a

[Y ] · [Γ̃T ] = [p̃−1(X ) ∩ p̃−1
T (P(E)T )] = [p̃−1(X ∩ P(E)T )] = p̃∗T (r∗1 [X ])

comme des cycles sur Γ̃T .
Par les arugments ci-dessus, on obtient

r∗2(p̃∗[X ]) = p̃∗T (r∗1 [X ]),

qui signi�e
(p̃∗[X ])T = p̃∗T ([XT ]).

Dans la suite, on a Y * Γ̃T , considérés commes des sous-schémas fermés de
Γ̃ par la condition sur les dimensions relatives dans (ii) aussi. Car le morphism
q̃ est propre, on a

q̃∗

(
[Y ] · [Γ̃T ]

)
= q̃∗ [Y ] ·

[
P
(∧d+1

E∨
)
T

]
par la formule de projection de cycles dans la théorie de l'intersection (cf. [21,
Chap. 5, C), �7, (10)]), d'où l'on a

(q̃T )∗[YT ] = (q̃∗[Y ])T .

Si X n'est pas intègre, on a le résultat en appliquant l'argument ci-dessus
composante par composante.
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Remarque 2.8. � Dans [1, �4.3.2 (i)], on remplace SpecA dans la proposition 2.7
par un schéma noethérien régulier T , et on considère un plongement fermé régulier
de T ′ dans T . Dans ce cas-là, la formation de la variété de Chow encore commute
au changement de base T ′ → T si on suppose la même condition sur la dimension
relative que celle dans la proposition 2.7 (ii).

3. Hauteurs d'un schéma projectif

Dans cette section, on introduira certaines fonctions hauteur et les comparera.

3.1. Préliminaires. � A�n d'introduire des fonctions hauteur, d'abord on intro-
duit certaines notions de base de la théorie algébrique des nombres. On utilisera ces
notions dans tout l'article sauf mention contraire.

SoientK un corps de nombres, et OK l'anneau des entiers deK. Dans tout l'article,
on désigne parMK,f l'ensemble des places �nies deK, parMK,∞ l'ensemble des places
in�nies de K et par MK l'ensemble des places de K.

Fibré vectoriel normé. � On appelle �bré vectoriel normé sur SpecOK toute donnée
E = (E , h), où :

1. E est un OK-module projectif de rang �ni ;
2. h = (‖.‖v)v∈MK,∞ est une famille de normes, où ‖.‖v est une norme sur E⊗OK,vC

qui est invariante sous l'action du groupe Gal(C/Kv).

Le rang de E est dé�ni comme celui de E . Si toutes les normes dans h sont
hermitiennes, on dit que E est un �bré vectoriel hermitien sur SpecOK . Si le rang de
E est 1, on dit que E est un �bré en driotes hermitien sur SpecOK .

Soient L = (L, (‖.‖v)v∈MK,∞) un �bré en droites hermitien sur SpecOK , et s ∈
L⊗OK K un élément non-nul. Pour une place v ∈MK,f , si Qv est le corps p-adique,

on dé�nit |a|v = |NKv/Qv (a)|1/[Kv:Qv]
p , où |.|p est la valeur p-adique. De plus, on dé�nit

la norme ‖s‖v = inf
{
|a|v|a ∈ K×v , a−1s ∈ L⊗OK ÔK,v

}
donnée par le modèle.

Fonction hauteur. � Soient E un �bré vectoriel hermitien de rang n+1 sur SpecOK ,
et EK = E ⊗OK K. On désigne par Chown

d,δ(K) l'ensemble des sous-schémas fermés
de P(EK), qui sont de dimension pure d et de degré δ plongés dans P(EK). Soit
L =

(
L, (‖.‖v)v∈MK,∞

)
un �bré en droites ample arithmétique hermitien sur P(E).

Alors la hauteur d'un schéma projectif par rapport au �bré en droites hermitien L
est une fonction

hL : Chown
d,δ(K)→ R,

qui mesure la complexité arithmétique d'un K-schéma projectif.
Plusieurs fonctions hauteur de schémas arithmétiques seront utilisées dans cet

article. Soient X un sous-schéma fermé de P(EK) de dimension pure, et X l'adhérence
schématique de X dans P(E). D'abord on introduira une hauteur de X pour le cas
général. Au cas où X est une hypersurface, on a quelques propriétés spéciales.
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3.2. Hauteurs d'un schéma projectif de dimension pure. � D'abord, on
dé�nit une fonction hauteur introduite par Faltings dans [8, De�nition 2.5] par la
théorie de l'intersection arithmétrique. La théorie de l'intersection arithmétique est
développée par Gillet et Soulé dans [12], voir [22] pour une introduction systématique
de cette théorie.

Dé�nition 3.1 (Hauteur arakelovienne). � Soient E un �bré vectoriel hermitien
de rang n+ 1 sur SpecOK , et L un �bré en droites hermitien sur P(E). Soient X un
sous-schéma fermé de dimension pure d de P(EK), et X l'adhérence schématique
de X dans P(E). La hauteur arakelovienne de X est dé�nie comme le nombre de
l'intersection arithmétique

1

[K : Q]
d̂eg

(
ĉ1(L)d+1 · [X ]

)
,

où ĉ1(L) est la première classe de Chern arithmétique de L. Cette hauteur est notée
comme hL(X) ou hL(X ).

3.3. Hauteur d'une hypersurface projective. � Soient E un �bré vectoriel
hermitien de rang n + 1 sur SpecOK , et f(T0, . . . , Tn) un polynôme homogène à
coe�cients dans K de degré δ, alors

X = Proj (K[T0, . . . , Tn]/ (f(T0, . . . , Tn)))

est un sous-schéma fermé de P(EK) de dimension n−1. Il est en fait une hypersurface
de P(EK) de degré δ (cf. [15, Proposition 7.6, Chap. I]). Dans cette partie, on discutera
des hauteurs d'une hypersurface dans P(EK).

Pour tout v ∈MK,∞, on désigne par |.|v la valeur absolue à la place v qui satisfait
|a|v = |NKv/Qv (a)|1/[Kv:Qv], où |.| est la valeur absolue usuelle sur R ou C.

Dé�nition 3.2 (Hauteur classique). � Soit

f(T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn

un polynôme non-nul à coe�cients dans K. La hauteur classique h(f) du polynôme
homogène f est dé�nie comme

h(f) =
∑
v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log max
(i0,...,in)∈Nn+1

{|ai0,...,in |v} ∈ R+.

De plus, si f est homogène et X est l'hypersurface de P(EK) dé�nie par f , on dé�nit
h(X) = h(f) comme la hauteur classique de l'hypersurface X.

La hauteur introduite dans la dé�nition 3.2 est invariante sous l'extension �nie de
corps de nombres.

A�n d'introduire une autre fonction hauteur, on introduit la mesure de Mahler.
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Dé�nition 3.3 (Mesure de Mahler). � Soit f(T1, . . . , Tn) ∈ C[T1, . . . , Tn] un
polynôme. On dé�nit la mesure de Mahler du polynôme f(T1, . . . , Tn) comme

M(f) = exp

(∫
[0,1]n

log |f(e2πit1 , . . . , e2πitn)|dt1 · · · dtn

)
,

où |.| est la valeur absolue usuelle sur C.

Pour un corps de nombres K, soient f(T1, . . . , Tn) ∈ K[T1, . . . , Tn] et v : K ↪→ C
un plongement. On dé�nit

(2) M(v(f)) = exp

(∫
[0,1]n

log |v(f)(e2πit1 , . . . , e2πitn)|dt1 · · · dtn

)
comme la mesure de Mahler du polynôme f par rapport au plongement v.

On va introduire la fonction hauteur ci-dessous, qui est originaire de [19, Dé�nition
1.10].

Dé�nition 3.4 (Hauteur de Philippon). � Soit X une hypersurface de P(EK)
dé�nie par le polynôme homogène

f(T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ,

la hauteur de Philippon de X est dé�nie comme

hPh(X) :=
∑

v∈MK,f

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖f‖v +
1

[K : Q]

∑
v∈MK,∞

logM(v(f)),

où l'on dé�nit

(3) ‖f‖v = max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v}

pour tout v ∈MK,f , et M(v(f)) est la mesure de Mahler de f par rapport à la place
v ∈MK,∞ dé�nie par (2) dans la dé�nition 3.3.

Soient E un �bré vectoriel hermitien sur SpecOK , et s ∈ H0
(
P(EK),OP(EK)(δ)

)
une section globale non-nulle. Pour toute place in�nie v ∈MK,∞ �xée, on désigne par
‖.‖v,FS la métrique de Fubini-Study sur P(EK,v)(C) par rapport à la place in�nie v.
De plus, on dé�nit

(4) ‖s‖v,∞ = sup
x∈P(EK,v)(C)

‖s(x)‖v,FS = sup
‖x‖v=1

‖s(x)‖v,FS.

Soient U (EK,v, ‖.‖v) le groupe unitaire qui agit sur EK,v, et dv(x) une mesure
U (EK,v, ‖.‖v)-invariante unique probabiliste sur P(EK,v)(C), ce qui signi�e∫

P(EK,v)(C)

dv(x) = 1.
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En suite, on dé�nit

(5) ‖s‖v,0 = exp

(∫
P(EK,v)(C)

log ‖s(x)‖v,FSdv(x)

)
.

Pour tout nombre réel strictement positif p, on dé�nit

(6) ‖s‖v,p =

(∫
P(EK,v)(C)

‖s(x)‖pv,FSdv(x)

)1/p

.

Avec les norme (4), (5) et (6) sur l'espace H0
(
P(EK),OP(EK)(δ)

)
, on dé�nit la

fonction hauteur suivante.

Dé�nition 3.5 (p-hauteur). � Soit s ∈ H0
(
P(EK),OP(EK)(δ)

)
non-nulle. On

dé�nit la p-hauteur de l'hypersurface X de P(EK) dé�nie par la section globale s
comme

hp(X) =
∑

v∈MK,f

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s‖v +
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s‖v,p,

où ‖.‖v est la même que (3) pour v ∈MK,f lorsque s est considéré comme un polynôme
homogène, et la norme ‖.‖v,p est dé�nie dans les égalités (4), (5) et (6) pour les
p ∈ [0,+∞].

Hauteur de la variété de Cayley. � On a déjà dé�ni la variété de Cayley dans �2.
Dans cette partie, on va étudier la hauteur de variété de Cayley.

On considère le �bré vectoriel hermitien

(7) E =
(
O⊕(n+1)
K , (‖.‖v)v∈MK,∞

)
sur SpecOK , qui est muni des `2-normes dé�nies suivantes : pour tout plongement
v : K ↪→ C, la norme ‖.‖v envoie le point (x0, . . . , xn) sur

√
|v(x0)|2 + · · ·+ |v(xn)|2.

Soit X un sous-schéma de dimension pure de dimension d et degré δ dans P(EK)

avec le �bré hermitien E sur SpecOK dans (7). On désigne par h̃0(X) la 0-hauteur de
la variété de Cayley de X dé�nie dans la dé�nition 3.5. D'après [1, Theorem 4.3.8],
on a

(8) h̃0(X) = hO(1)
(X)− 1

2
δHN ,

où N = rg
(∧d+1 EK

)
− 1 =

(
n+1
d+1

)
− 1, HN = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
N , et O(1) est muni des

métriques de Fubini-Study à partir de E ci-dessus.

Sur la comparaison des hauteurs. � Dans cette partie, on comparera certaines hau-
teurs utiles de variétés arithmétiques. Soient E le �bré hermitien dé�ni dans (7),
et s ∈ H0

(
P(EK),OP(EK)(δ)

)
une section globale non-nulle. On considère une telle

section comme un polynôme homogène de degré δ dans K[T0, . . . , Tn]. D'après [20,
Théorème 1], on a

0 6 logM(v(s))− log ‖s‖v,0 6 4δ log(n+ 1)
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pour toute place v ∈ MK,∞, où M(v(s)) est la mesure de Mahler de la section s
considérée comme un polynôme homogène de degré δ par rapport à cette place, voir
la dé�nition 3.3 et (2) pour la dé�nition.

Soit X une hypersurface de P(EK) de degré δ, alors on en déduit

(9) 0 6 hPh(X)− h0(X) 6 4δ log(n+ 1),

voir la dé�nition 3.4 et la dé�nition 3.5 pour les dé�nitions des deux hauteurs dans
l'inégalité (9).

Pour comparer la hauteur classique et la hauteur de Philippon d'une hypersurface,
il faut comparer la mesure de Mahler et la valeur absolue maximale des coe�cients
du polynôme qui dé�nit l'hypersurface, où une place in�nie v ∈ MK,∞ est �xée. On
utilise la méthode dans [16, �B.7].

Proposition 3.6. � Soient E dé�ni dans (7), et X une hypersurface de P(EK) de
degré δ. Alors on a

−1

2
log((n+ 1)(δ + 1)) 6 h(X)− hPh(X) 6 (n+ 1)δ log 2,

où la hauteur de Philippon hPh(X) de X est dé�nie dans la dé�nition 3.4, et la
hauteur classique h(X) de X est dé�nie dans la dé�nition 3.2.

Démonstration. � On suppose que X est dé�ni par le polynôme

f(T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ,

et di = degTi(f) pour tout i = 0, . . . , n. D'après [16, Lemma B.7.3.1, Lemma B.7.3.2],
soit v ∈MK,∞, on a∏

v∈MK,∞

M(v(f))√
(d0 + 1) · · · (dn + 1)

6
∏

v∈MK,∞

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|v(ai0,...,in)|}

6
∏

v∈MK,∞

2(n+1)δM(v(f)),

où la mesure de Mahler M(v(f)) est dé�nie dans (2). Si v ∈MK,f , alors

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v} = ‖f‖v.

Donc par la dé�nition 3.4 et la dé�nition 3.2, on obtient le résultat, car di 6 δ pour
tout i ∈ {0, 1, . . . , n}.

On a le résultat suivant en combinant les estimations ci-dessus.

Proposition 3.7. � Soient E dé�ni dans (7), X un sous-schéma fermé de dimen-

sion pure de P(EK) de dimension d et de degré δ, et ψX ∈ Symδ
(∧d+1 E∨K

)
l'élément
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qui dé�nit la variété de Cayley de X (voir la proposition 2.2 et la dé�nition 2.3).
Alors on a

−1

2
log((N + 1)(δ + 1))− 1

2
δHN 6 h(ψX)− hO(1)

(X)

6 (N + 1)δ log 2 + 4δ log(N + 1)− 1

2
δHN ,

où h(ψX) est dé�ni dans la dé�nition 3.2, hO(1)
(X) est dé�ni dans la dé�nition 3.1,

N =
(
n+1
d+1

)
− 1, et HN = 1 + · · ·+ 1

N .

Démonstration. � Soit X ′ l'hypersurface projective dé�nie par ψX dans

P
(∧d+1 E∨K

)
. On compare la hauteur de Philippon (voir la dé�nition 3.4) de

X ′ et la hauteur classique de X ′. D'après la proposition 3.6, on a

(10) −1

2
log((N + 1)(δ + 1)) 6 h(ψX)− hPh(X ′) 6 (N + 1)δ log 2.

On compare la 0-hauteur (voir la dé�nition 3.5) de X ′ et la hauteur de Philippon de
X ′. D'après (9), on a

(11) 0 6 hPh(X ′)− h̃0(X ′) 6 4δ log(N + 1).

Par (8), on a

(12) h̃0(X ′) = hO(1)
(X )− 1

2
δHN .

On combine (10), (11) et (12), on obtient le résultat.

3.4. Hauteur adélique. � Dans cette partie, on introduira une fonction hauteur
de la version adélique d'une hypersurface.

Rappel de l'anneau adélique. � D'abord, on rappelle la dé�nition de l'anneau adé-
lique. Étant donnés un corps de nombre K et son anneau des entiers OK , on désgine
par

AK =

{
(av)v ∈

∏
v∈MK

Kv | av ∈ OK,v sauf pour un nombre �ni de v ∈MK,f

}
l'anneau adélique de K, et par

AOK = {(av)v ∈ AK | av ∈ OK,v pour tout v ∈MK,f}
l'anneau adélique des entiers de K, voir [18, Chap. VI, �1] pour une introduction
autonome de ces notions.

Soit c ∈ K. On désigne par ∆(c) son image dans AK par rapport au plongement
diagonal ∆ : K ↪→ AK . De plus, soit a = (av)v∈MK

∈ AK , on dé�nit

(13) |a|AK =
∏

v∈MK

|av|[Kv :Qv ]
v .

Par la formule de produit (cf. [18, Chap III, (1.3)Proposition]), on a |∆(a)|AK = 1
pour tout a ∈ K×.

On a le lemme suivant sur l'existance d'un élément particulier dans AK .
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Lemme 3.8. � Soit a un idéal fractionnaire de OK avec la décomposition
pn1

1 · · · p
nk
k , où p1, . . . , pk sont des idéaux primiers de OK et n1, . . . , nk ∈ Z. Alors il

existe un élément a = (av)v∈MK
∈ AK , tel que |a|AK = 1 et à la place v ∈ MK,f par

rapport à pi, av engendre le même idéal fractionnaire que pnii OK,pi dans Kpi .

Démonstration. � Pour chaque pi ∈ SpmOK , soit ωi une uniformisante de OK,pi ,
dont l'existance est en raison du fait que OK,pi est un anneau principal. A�n de
construire un tel a = (av)v∈MK

, pour une place v ∈ MK,f par rapport à pi, on pose
av = ωnii . Pour les autre places �nies v, on pose av = 1.

Pour toute place v ∈MK,∞, on a Kv
∼= R ou C. Alors on pose

av =

∣∣∣∣∣
k∏
i=1

#(OK/pi)ni
∣∣∣∣∣
1/[K:Q]

pour toute place v ∈MK,∞. Par un calcul élémentaire, cet élément (av)v∈MK
satisfait

l'assertion.

Hauteur sur l'anneau adélique. � Dans la suite, on considère un polynôme sur l'an-
neau adélique. Pour introduire une fonction hauteur, on va dé�nir ses parties locales
comme suit.

Dé�nition 3.9 (Partie locale). � Soient {ai0,...,in} = {(avi0,...,in)v∈MK
} une fa-

mille �nie des éléments de AK avec les indices (i0, . . . , in) ∈ Nn+1, et

F (T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ∈ AK [T0, . . . , Tn]

non-nul. Pour toute place v ∈MK , on désigne par

F (v)(T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

avi0,...,inT
i0
0 · · ·T inn

la v-partie de F (T0, . . . , Tn), ou par F (p)(T0, . . . , Tn) pour le p ∈ SpmOK correspon-
dant à une place v ∈MK,f qui est appelé la p-partie de F (T0, . . . , Tn).

Soient F et F (v) les mêmes que dans la dé�nition 3.9. Pour une place v ∈MK , on
désigne

‖F‖v = ‖F (v)‖v = max
(i0,...,in)∈Nn

{∣∣avi0,...,in ∣∣v} ,
ou par ‖F‖p et ‖F (p)‖p pour le p ∈ SpmOK correspondant à une place �nie. De plus,
pour une place in�nie v ∈MK,∞, on désigne

‖F‖2,v = ‖F (v)‖2,v =

 ∑
(i0,...,in)∈Nn

∣∣avi0,...,in ∣∣2v
 1

2

.

Avec les notations au-dessus, on introduit une fonction hauteur comme ci-dessous.
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Dé�nition 3.10 (Hauteur adélique). � Soit F le même que dans la dé�nition
3.9. Les deux hauteurs adéliques de F sont dé�nies comme

HAK (F ) =
∏

v∈MK

‖F‖[Kv:Qv]
v ,

et

HAK ,2(F ) =
∏

v∈MK,f

‖F‖[Kv :Qv ]
v ·

∏
v∈MK,∞

‖F‖[Kv:Qv]
2,v .

De plus, on dé�nit les hauteurs logarithmiquement adéliques comme

h(F ) =
1

[K : Q]
logHAK (F ) et h2(F ) =

1

[K : Q]
logHAK ,2(F )

respectivement.

En suite, on introduit la notion de la hauteur in�nie.

Dé�nition 3.11 (Hauteur in�nie adélique). � Soit F le même que celui dans
la dé�nition 3.9. Les deux hauteurs in�nies adéliques de F sont dé�nies comme

H∞,AK (F ) =
∏

v∈MK,∞

‖F‖[Kv :Qv ]
v et H∞,AK ,2(F ) =

∏
v∈MK,∞

‖F‖[Kv:Qv]
2,v .

De plus, on dé�nit les hauteurs in�nies logarithmiquement adéliques comme

h∞(F ) =
1

[K : Q]
logH∞,AK (F ) et h∞,2(F ) =

1

[K : Q]
logH∞,AK ,2(F )

respectivement.

Remarque 3.12. � Par un calcul élémentaire, la hauteur adélique est invariante
sous la multiplication d'un élément a ∈ AK avec |a|AK = 1, et est bien sûr invariante
sous la multiplication d'un élément d'un élément dans K× considéré comme un
élément dans AK par rapport au plongement diagonal K ↪→ AK .

Soient f ∈ K[T0, . . . , Tn], et F l'image canonique de f dans AK [T0, . . . , Tn] par
rapport au plongement diagonal K ↪→ AK . Alors on a

HK(f) = HAK (F ) et HK,2(f) = HAK ,2(F ),

où HK(f) est dé�ni dans la dé�nition 3.2.

Soit

F (T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ∈ AK [T0, . . . , Tn].
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Avec toutes les notations dans la dé�nition 3.10, pour tout v ∈MK,∞, on a

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|avi0,...,in |v} 6

 ∑
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

|avi0,...,in |
2
v


1
2

(14)

6

(
n+ δ

n

) 1
2

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|avi0,...,in |v}

par la dé�nition directement. Donc on a le résultat suivant immédiatement.

Lemme 3.13. � Avec toutes les notations dans la dé�nition 3.10 et la dé�nition
3.11. Soit F ∈ AK [T0, . . . , Tn]. Alors on a

0 6 h2(F )− h(F ) 6
1

2
log

(
n+ δ

n

)
et

0 6 h∞,2(F )− h∞(F ) 6
1

2
log

(
n+ δ

n

)
.

4. Une estimation de l'annulation de résultant par réductions

Dans cette section, pour un polynôme sur un corps de nombres K, on donnera une
majoration de l'annulation d'un de ses résultants par réductions. Cette majoration
dépend la hauteur, le degré et le nombre des variables de ce polynôme.

4.1. Résultant sur un anneau. � Soient A un anneau, et

f(T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ∈ A[T0, . . . , Tn]

un polynôme homogène de degré δ. On désigne par di = degTi(f) pour i = 0, . . . , n,
et on suppose dn > 0 sans perte de généralité. On écrit f(T0, . . . , Tn) sous la forme
de

(15) f(T0, . . . , Tn) = sdn(T0, . . . , Tn−1)T dnn + · · ·+ s0(T0, . . . , Tn−1),

où l'on a sdn(T0, . . . , Tn−1) 6= 0.
Par (15), on considère f(T0, . . . , Tn) comme un polynôme à coe�cients dans l'an-

neau A[T0, . . . , Tn−1] de degré dn, alors
∂f
∂Tn

est de degré dn − 1 à coe�cients dans
A[T0, . . . , Tn−1] si A est de caractérisque nulle. Par le sens ci-dessus, le résultant de
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f(T0, . . . , Tn) et ∂f
∂Tn

est

Resdn

(
f,

∂f

∂Tn

)
(16)

= sdn det



1 sdn−1 · · · s0

sdn sdn−1 · · · s0

. . .
. . .

. . .
. . .

sdn sdn−1 · · · s0

dn (dn − 1)sdn−1 · · · s1

dnsd (d− 1)sd−1 · · · s1

. . .
. . .

. . .
. . .

dnsdn (dn − 1)sdn−1 · · · s1


.

On désigne

Res′dn

(
f,

∂f

∂Tn

)
(17)

= det



1 sdn−1 · · · s0

sdn sdn−1 · · · s0

. . .
. . .

. . .
. . .

sdn sdn−1 · · · s0

dn (dn − 1)sdn−1 · · · s1

dnsdn (dn − 1)sdn−1 · · · s1

. . .
. . .

. . .
. . .

dnsdn (dn − 1)sdn−1 · · · s1


pour simpli�er. Par la construction ci-dessus, on a Res′dn

(
f, ∂f∂Tn

)
∈ A[T0, . . . , Tn−1].

4.2. Polynôme adéliquement primitif. � Maintenant on travaille sur un corp
de nombre K et son anneau des entiers OK . Soit f ∈ K[T0, . . . , Tn] un polynôme
homogène non-nul de degré δ. On maintient toutes les notations même que celles
dans �4.1 lorsque A est K, AK ou AOK .

On considère f(T0, . . . , Tn) comme un polynôme à coe�cients dans AK par rapport
au plongement diagonal ∆ : K ↪→ AK . Par le lemme 3.8, il existe un élément
c = (cv)v∈MK

∈ AK avec |c|AK = 1 (voir (13) pour la dé�nition de |.|AK ), tel que pour
toute place v ∈MK,f , on ait

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|c∆(ai0,...,in)|v} = 1.

On désigne par bi0,...,in = (bvi0,...,in)v = c∆(ai0,...,in) pour simpli�er, et on dit que

(18) F (T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

bi0,...,inT
i0
0 · · ·T inn
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est le polynôme adéliquement primitif de f(T0, . . . , Tn). En e�et, on a F (T0, . . . , Tn) ∈
AOK [T0, . . . , Tn], et sa composante en toute place �nie est un polynôme primitif au
sens habituel. Dans ce cas-là, F est de degré dn en la variable Tn.

Pour un polynôme adéliquement primitif F , on a

(19) h(F ) = h∞(F ), et h2(F ) = h∞,2(F )

où h(F ) et h2(F ) sont dé�nis dans la dé�nition 3.10, et h∞(F ) et h∞,2(f) sont dé�nis
dans la dé�nition 3.11.

4.3. L'estimation d'une hauteur du résultant. � Soit

G(T0, . . . , Tn−1) =
∑

(i0,...,in−1)∈Nn
bi0,...,in−1

T i00 · · ·T
in−1

n−1

un polynôme non-nul à coe�cients dans AK , où l'on désigne bi0,...,in−1
=

(bvi0,...,in−1
)v∈MK

. Pour tout p ∈ SpmOK correspondant à la place v ∈ MK,f ,
on dé�nit sa norme donnée par le modèle comme

‖G‖p = ‖G(p)‖p = max
(i0,...,in−1)∈Nn

{
|bvi0,...,in−1

|v
}
,

où la p-partie G(p) est dé�nie dans la dé�nition 3.9. Si G ∈ AOK [T0, . . . , Tn−1], on
désigne

(20) P(G) = {p ∈ SpmOK | G(p) mod p[T0, . . . , Tn−1] = 0}.
Pour une place in�nie v ∈MK,∞, on désigne

‖G‖v = max
(i0,...,in−1)∈Nn

{∣∣∣bvi0,i1,...,in−1

∣∣∣
v

}
et ‖G‖2,v =

 ∑
(i0,...,in−1)∈Nn

∣∣∣bvi0,i1,...,in−1

∣∣∣2
v

 1
2

,

qui sont les mêmes que ceux dans �3.4.
Soient G1, . . . , Gm ∈ AK [T0, . . . , Tn−1]. Pour toute place v ∈MK,∞, on dé�nit

(21) ‖(G1, . . . , Gm)‖2,v =
√
‖G1‖22,v + · · ·+ ‖Gm‖22,v.

Pour le polynôme F (T0, . . . , Tn) dé�ni dans (18), on dé�nit Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

)
∈

AOK [T0, . . . , Tn−1] comme (17). A�n d'estimer la taille de l'ensemble P
(

Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

))
dé�ni dans (20), on a le résultat suivant.

Proposition 4.1. � Avec toutes les notations et constructions au-dessus. Soit
F (T0, . . . , Tn) déterminé dans (18) sur AOK à partir de f(T0, . . . , Tn) dans (15).
Pour tout p ∈ SpmOK , on désigne N(p) = #(OK/p). Alors on a

1

[K : Q]

∑
p∈P(Res′dn(F, ∂F∂Tn ))

logN(p)

6 (2dn − 2)h(f) + (dn − 1) log

(
n+ δ

n

)
+ log(2ddnn − ddn−1

n ).

où h(f) est dé�ni dans la dé�nition 3.2.
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Démonstration. � Si dn = max{d0, . . . , dn} = 1, on a Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

)
= 1 par

dé�nition directement. Donc l'ensemble P
(

Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

))
est vide, qui satisfait

l'inégalité dans l'énoncé.

Dans le reste de la démonstration, on suppose dn > 2. Comme Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

)
∈

AOK [T0, . . . , Tn−1], alors pour tout p ∈ SpmOK , on a∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(p)
∥∥∥∥∥
p

6 1.

Donc on a
1

[K : Q]

∑
p∈P(Res′dn(F, ∂F∂Tn ))

logN(p)

6 −
∑

p∈P(Res′dn(F, ∂F∂Tn ))

[Kp : Qp]

[K : Q]
log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(p)
∥∥∥∥∥
p

.

De plus, l'inégalité ∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(p)
∥∥∥∥∥
p

< 1

est véri�ée si et seulement si p ∈ P
(

Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

))
. Alors on obtient

−
∑

p∈P(Res′dn(F, ∂F∂Tn ))

[Kp : Qp]

[K : Q]
log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(p)
∥∥∥∥∥
p

= −
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]

[K : Q]
log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(p)
∥∥∥∥∥
p

= −h
(

Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

))
+

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(v)
∥∥∥∥∥
v

.

En e�et, le polynôme Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

)
∈ AK [T0, . . . , Tn−1] est obtenu par la multiplica-

tion d'un élément c ∈ AK à un polynôme dans K[T0, . . . , Tn−1] satisfaisant |c|AK = 1.

Alors d'après la remarque 3.12 et la dé�nition 3.2, on a h
(

Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

))
> 0. On

le combine avec (14), et on a

−
∑

p∈P(Res′dn(F, ∂F∂Tn ))

[Kp : Qp]

[K : Q]
log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(p)
∥∥∥∥∥
p

6
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(v)
∥∥∥∥∥

2,v

.

d'après l'égalité ci-dessus.
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A�n d'estimer

∥∥∥∥Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

)(v)
∥∥∥∥

2,v

pour une place v ∈ MK,∞, on renvoie que

c'est la v-partie de Res′dn

(
F, ∂F∂Tn

)
dé�nie dans la matrice de (17) sur l'anneau AOK .

Soit wvi le i-ième vecteur de ligne dans la v-partie de la matrice supprimant la première
colonne dans (17), où i = 1, . . . , 2dn − 1. Alors on écrit la matrice sous la forme de

Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(v)

= det



1 wv1
...

wvdn−1

dn wvdn
...

wv2dn−1


.

D'abord on développe la matrice ci-dessus par rapport à la permière colonne,
qui a deux éléments non-nuls seulement. Soient Mv et Nv les cofacteurs de 1 et dn
respectivement dans cette matrice. Alors on a

Mv =

 wv2
...

wv2dn−1

 et Nv =



wv1
...

wvdn−1

wvdn+1
...

wv2dn−1


.

Par dé�nition, on a∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(v)
∥∥∥∥∥

2,v

6 ‖ det(Mv)‖2,v + dn‖det(Nv)‖2,v.

En raison du fait que la norme ‖.‖2,v est hermitienne sur Kv[T0, . . . , Tn], d'après
[2, Corollaire 1, �3.5 Chap. V], on a

‖ det(Mv)‖2,v 6
2dn−1∏
i=2

‖wvi ‖2,v et ‖ det(Nv)‖2,v 6
1

‖wvdn‖2,v

2dn−1∏
i=1

‖wvi ‖2,v,

où chaque ‖wvi ‖2,v est dé�ni dans (21) pour i = 1, . . . , 2dn − 1.
Par dé�nition, on a ‖wvi ‖2,v 6 ‖F‖2,v pour les i = 1, . . . , dn − 1, ‖wvdn‖2,v 6

(dn − 1)‖F‖2,v, et ‖wvi ‖2,v 6 dn‖F‖2,v pour les i = dn + 1, . . . , 2dn − 1. Alors on
obtient

‖ det(Mv)‖2,v 6 (dn − 1)ddn−1
n ‖F‖2dn−2

2,v et dn‖ det(Nv)‖2,v 6 ddnn ‖F‖
2dn−2
2,v .
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On combine les estimations ci-dessus, et on obtient∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log

∥∥∥∥∥Res′dn

(
F,

∂F

∂Tn

)(v)
∥∥∥∥∥

2,v

6 (2dn − 2)
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖F‖2,v + log(2ddnn − ddn−1
n ).

Comme F est le polynôme adéliquement primitif de f , on a∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖F‖2,v = h2(F )

par (19). D'après la remarque 3.12 et la proposition 3.13, on a

h2(F ) 6 h(F ) +
1

2
log

(
n+ δ

n

)
= h(f) +

1

2
log

(
n+ δ

n

)
,

où et h(f) est dé�ni dans la dé�nition 3.2. Donc on obtient le résultat.

5. Contrôle des �bres non réduites d'une hypersurface projective

Soient E un �bré vectoriel hermitien de rang n + 1 sur SpecOK , X un sous-
schéma fermé de P(EK), et X l'adhérence schématique de X dans P(E). Par [13,
Théorème (9.7.7)], si X est réduit, alors il n'a y qu'un nombre �ni d'ideaux maximaux
p ∈ SpmOK telles que le �bre XFp

= X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduite, où Fp

est le corps résiduel de OK en p.
Dans cette section, on donnera une description numérique des réduitions non

réduites lorsque X est une hypersurface dans P(EK). Plus précisement, on donnera
une majoration du produit des normes des idéaux maximaux p ∈ SpmOK tels que
XFp

= X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduit.

5.1. Résultats préliminaires. � Pour le critère du réduisant d'hypersurface et le
choix du plongement dans P(EK), il faut des résultats auxiliaires suivants.

Critère du réduisant d'une hypersurface. � Pour introduire une méthode de critère
de réduisant d'une hypersurface projective, d'abord on référence le résultat suivant,
qui est une critère du réduisant de l'hypersurface a�ne.

Lemme 5.1 ([17], Exercise 2.4.1). � Soient k un corps, et P ∈ k[T1, . . . , Tn]
un polynôme non-nul. Alors le schéma Spec (k[T1, . . . , Tn]/(P )) est réduit (resp. ir-
réductible ; resp. intègre) si et seulement si P n'a pas de facteur carré (resp. est une
puissance d'un polynôme irréductible, resp. est irréductible).

Remarque 5.2. � D'après le lemme 5.1, soient k un corps, et P ∈ k[T0, . . . , Tn]
un polynôme homogène non-nul. Alors X = Proj (k[T0, . . . , Tn]/(P )) est réduit si et
seulement si P n'a pas de facteur carré.
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Changement de coordonnée. � Soit X un OK-schéma réduit, on dé�nit l'ensemble

(22) Q(X ) = {p ∈ SpmOK |X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduite}.
A�n d'appliquer la méthode de résultant pour l'estimation des �bres non réduites d'un
schéma arithmétique, il faut choisir une coordonnée particulière. Les deux lemmes
suivants sont utiles pour ce but.

Le lemme premier est déduit d'après [14, Proposition(4.4.5), Chap. I] directement.

Lemme 5.3. � Soient E un �bré vectoriel hermitien sur SpecOK , X un sous-
schéma fermé réduit de P(E), et σ ∈ AutOK (P(E)). Alors on a Q(X ) = Q(σ(X )),
où Q(.) est dé�ni dans (22).

Le lemme suivant est une analogie de [9, Lemma 2.1, Lemma 2.2].

Lemme 5.4. � Soit F (T0, . . . , Tn) le polynôme homogène adéliquement primitif
determiné à (18). Alors il existe un (a0, . . . , an−1) ∈ Zn avec max

06i6n−1
{|ai|} 6 δ+1

2 qui

induit un σ ∈ AutOK (P(E)), tel que le coe�cient de T δn dans F (T0 +a0Tn, . . . , Tn−1 +
an−1Tn−1, Tn) ne soit pas zéro, où l'on prolonge Z dans AOK canoniquement. De plus,
on a

h(σ(X )) 6 h(X) + log

((
n+ δ

δ

)(
δ[
δ+1

2

])(δ + 1

2

)δ)
.

Démonstration. � En e�et, le coe�cient de T s00 · · ·T snn dans le polynôme

F (T0 + a0Tn, . . . , Tn−1 + an−1Tn−1, Tn)

=
∑

(j0,...,jn)∈Nn+1

j0+···+jn=δ

bj0,...,jn(T0 + a0Tn)j0 · · · (Tn−1 + an−1Tn)jn−1T jnn

est

(23)
∑

(j0,...,jn)∈Nn+1

j0+···+jn=δ

bj0,...,jn

(
j0
s0

)
· · ·
(
jn−1

sn−1

)
aj0−s00 · · · ajn−1−sn−1

n−1

par un calcul élémentaire. En particulier, le coe�cient de T δn dans F (T0 +
a0Tn, . . . , Tn−1 + an−1Tn−1, Tn) est∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

bi0,...,ina
i0
0 · · · a

in−1

n−1 ,

qui est un polynôme non-nul de degré au plus δ de variables a0, . . . , an−1. De
plus, l'ensemble

{
−
[
δ+1

2

]
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

[
δ+1

2

]}n
est de cardinal plus grand que

ou égal à (δ + 1)n. Par [3, Lemma 1, la page 261], il existe un (a0, . . . , an−1) ∈{
−
[
δ+1

2

]
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

[
δ+1

2

]}n
qui satisfait le besoin.

Pour l'estimation de la hauteur, F (T0, . . . , Tn) et F (T0 + a0Tn, . . . , Tn−1 +

an−1Tn−1, Tn) sont adéliquement primitifs. De plus, il y a au plus
(
n+δ
δ

)
termes dans

la somme (23). En suite, une majoration de
(
j0
s0

)
· · ·
(
jn−1

sn−1

)
dans (23) est

(
δ

[ δ+1
2 ]
)
, et une
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majoration de aj0−s00 · · · ajn−1−sn−1

n−1 dans (23) est
(
δ+1

2

)δ
. Donc on a la majoration de

la hauteur de h(σ(X )) dans l'énoncé.

5.2. Description numérique des �bres non réduites. � Soit E le �bré vectoriel
sur SpecOK dé�ni dans (7). Dans la suite, on désigne par PnK = P(EK) et PnOK = P(E)
pour simpli�er. Soit X ↪→ PnK l'hypersurface dé�nie par un polynôme homogène

f(T0, . . . , Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ∈ K[T0, . . . , Tn]

de degré δ, et X l'adhérence schématique de X dans PnOK . Soit F ∈ AOK [T0, . . . , Tn]
un polynôme adéliquement primitif associé à f comme construit dans (18) de �4.2.
Pour chaque idéal maximal p ∈ SpmOK , la réduction de X modulo p se factorise
par la localisation de OK vers OK,p. En e�et, on a le diagramme cartésien

XFp
//

� _

��
2

XOK,p //
� _

��
2

X� _

��
PnFp

//

��
2

PnOK,p //

��
2

PnOK

��
SpecFp

// SpecOK,p // SpecOK .

Par dé�nition, XOK,p ↪→ PnOK,p est dé�ni par la p-partie F (p)(T0, . . . , Tn) (voir la
dé�nition 3.9) de F (T0, . . . , Tn) au-dessus, qui est primitif sur OK,p.

Avec les résultats ci-dessus, on va démontrer le résultat suivant.

Théorème 5.5. � Soient X ↪→ PnK une hypersurface réduite, et X l'adhérence
schématique de X dans PnOK . Soit N(p) = #(OK/p), où p ∈ SpmOK . Avec les
notations au-dessus, on a l'inégalité

1

[K : Q]

∑
p∈Q(X )

logN(p) 6 (2δ − 1)h(X) + C1(n, δ),

où la constante

C1(n, δ) = (2δ − 1)δ log

(
δ + 1

2

)
+ log(2δδ − δδ−1) + (3δ − 2) log

(
n+ δ

n

)
+(2δ − 1) log

(
δ[
δ+1

2

]),
la notation Q(X ) est dans (22), et h(X) est dé�nie dans la dé�nition 3.2.

Démonstration. � Si δ = 1, alors X est un hyperplan dans PnK . Dans ce cas-là, on a

1

[K : Q]

∑
p∈Q(X )

logN(p) = 0

par la dé�nition directement, qui satisfait l'assertion.
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Dans la suite on suppose δ > 2. On choisit un élément σ ∈ AutOK
(
PnOK

)
=

PGLn(OK), qui envoie la coordonnée Ti dans Ti + aiTn pour les i = 0, . . . , n − 1 où
ai ∈ Z, et envoie Tn dans Tn. Par le lemme 5.3, on a Q(X ) = Q(σ(X )). De plus,
d'après le lemme 5.4 et le calcul dans (23), il existe un σ ∈ AutOK

(
PnOK

)
, tel que

h(σ(X )) 6 h(X) + log

((
n+ δ

δ

)(
δ[
δ+1

2

])(δ + 1

2

)δ)
et la �bre générique de σ(X ) soit dé�nie par un polynôme homogène dont le coe�cient
du terme T δn ne soit pas zéro.

On suppose la �bre générique de σ(X ) ↪→ PnOK est dé�nie par le polynôme
homogène f(T0, . . . , Tn) à coe�cients dans K, et on écrit

(24) f(T0, . . . , Tn) = tδT
δ
n + tδ−1(T0, . . . , Tn−1)T δ−1

n + · · ·+ t0(T0, . . . , Tn−1),

où tδ 6= 0. D'après la forme (24), on écrit le polynôme adéliquement primitif
F (T0, . . . , Tn) ∈ AOK [T0, . . . , T0] de f obtenu dans �4.2 sous la forme de

F (T0, . . . , Tn) = t′δT
δ
n + t′δ−1(T0, . . . , Tn−1)T δ−1

n + · · ·+ t′0(T0, . . . , Tn−1),

où tous les t′i sont obtenus par la multiplication de ti par c ∈ AK dans (24) pour les
i = 0, . . . , δ.

On considère F (T0, . . . , Tn) comme un polynôme de variable Tn sur l'anneau
AOK [T0, . . . , Tn−1] de degré δ. Comme X est réduit, alors F (T0, . . . , Tn) n'a
pas de facteur carré d'après la remarque 5.2. Donc pour tout p ∈ SpmOK , on

a Res′δ

(
F, ∂F∂Tn

)(p)

6= 0 (voir (17) pour la dé�nition de ce résultant). Donc si

F (p)(T0, . . . , Tn) modulo p[T0, . . . , Tn] admet un facteur carré à la variable Tn, le

polynôme Res′δ

(
F, ∂F∂Tn

)(p)

modulo p[T0, . . . , Tn−1] s'annule.

Si F (T0, . . . , Tn) modulo p[T0, . . . , Tn] a un facteur carré sans variable Tn, on a
p ∈ P(t′δ) = {p ∈ SpmOK |t′(p)

δ mod p = 0}. Donc on a

Q(σ(X )) ⊆ P(t′δ) ∪ P
(

Res′δ

(
F,

∂F

∂Tn

))
,

voir (20) pour la dé�nition de P
(

Res′δ

(
F, ∂F∂Tn

))
.

Pour l'estimation de P(t′δ), on a

1

[K : Q]

∑
p∈P(t′δ)

logN(p) 6 −
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]

[K : Q]
log |t′δ|p

= −
∑
v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log |ctδ|v +
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log |t′δ|v

6 h∞(F ) = h(σ(F ),

où la ligne dernière ci-dessus est d'après (19) car F est adéliquement primitif et t′δ est
un coe�cient de F , voir la dé�nition 3.11 pour la dé�nition de h∞(F ).
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Par la relation ci-dessus, on a

1

[K : Q]

∑
p∈Q(σ(X ))

logN(p)

6
1

[K : Q]

∑
p∈P(Res′δ(F,

∂F
∂Tn

))

logN(p) +
1

[K : Q]

∑
p∈P(t′δ)

logN(p)

6 (2δ − 2)h(σ(X )) + log(2δδ − δδ−1) + (δ − 1) log

(
δ + n

n

)
+ h(σ(X ))

6 (2δ − 1)h(X) + log(2δδ − δδ−1) + (δ − 1) log

(
δ + n

n

)
+(2δ − 1) log

((
n+ δ

δ

)(
δ[
δ+1

2

])(δ + 1

2

)δ)
,

où la deuxième inégalité ci-dessus est déduite à partir de la proposition 4.1, et la
dernière inégalité est du lemme 5.4. Donc on a l'assertion.

6. Contrôle des �bres non réduites d'un schéma de dimension pure

Dans cette section ,on �xe E le �bré vectoriel sur SpecOK dé�ni dans (7), et
on désigne PnK = P(EK) et PnOK = P(E) pour simpli�er. Soit X un sous-schéma
fermé de dimension pure de PnK , qui est de dimension d et degré δ. On désigne par
X l'adhérence schématique de X dans PnOK . Dans cette section, on contrôlera les
réductions non réduites de X lorsque X est réduit.

D'après la proposition 2.7, la formation du diviseur de Cayley de X ↪→ PnOK
commute au changement de base de OK vers un corps résiduel, voir �2.1 pour la
formation sur un corps, et �2.2 pour la formation sur SpecOK . Donc pour côntroler
les �bres non réduites de X → SpecOK , d'après la proposition 2.2, on a besoin de
considérer les réduction du diviseur de Cayley de X telles que les variétés de Cayley
correspondantes ne soient pas réduites.

Par l'argument ci-dessus, on a le côntrole des �bres non réduites de X suivant.

Théorème 6.1. � Soient X un sous-schéma fermé réduit de dimension pure de PnK ,
qui est de dimension d et de degré δ, et X l'adhérence schématique X dans PnOK . De
plus, soient N =

(
n+1
d+1

)
− 1, HN = 1 + 1

2 + · · · + 1
N , et O(1) muni des métriques de

Fubini-Study induites par le �bré vectoriel E dé�ni à (7), et hO(1)
(X ) est la hauteur

arakelovienne de X dé�nie dans la dé�nition 3.1. Alors on a

1

[K : Q]

∑
p∈Q(X )

logN(p) 6 (2δ − 1)hO(1)
(X ) + C2(n, d, δ),
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où Q(X ) est dé�ni dans (22), et la constante

C2(n, d, δ) = (3δ − 2) log

(
N + δ

N

)
+ (2δ − 1)δ log

δ + 1

2
+ (2δ − 1) log

(
δ[
δ+1

2

])
+ log(2δδ − δδ−1) + (2δ − 1)

(
4δ log(N + 1) + (N + 1)δ log 2− 1

2
δHN

)
.

Démonstration. � Soit ΨX le diviseur de Cayley de X prolongé dans PnOK . Car
X → SpecOK est plat, donc ΨX est plat aussi sur SpecOK par la proposition 2.5.
Pour tout p ∈ SpmOK , soit ΨX ,Fp

la variété de Cayley de XFp
↪→ PnFp

dé�nie dans la
dé�nition 2.3 à partir de X ↪→ PnOK par la réduction à p. Alors d'après la proposition
2.7, on a

ΨX ×SpecOK SpecFp = [ΨX ,Fp
]

comme diviseurs sur P
(∧d+1 EFp

)
. Donc ΨX ×SpecOK SpecFp détermine la même

hypersurface que ΨX ,Fp
dans P

(∧d+1 EFp

)
.

On désigne

Q(ΨX ) = {p ∈ SpmOK | ΨX ,Fp
ne soit pas réduit}.

Alors d'après la proposition 2.7, la proposition 2.2 et la remarque 5.2, l'idéal maximal
p ∈ Q(ΨX ) si et seulement si le schéma X ×SpecOK SpecFp n'est pas réduit, d'où
l'on a

(25)
1

[K : Q]

∑
p∈Q(X )

logN(p) =
1

[K : Q]

∑
p∈Q(ΨX )

logN(p),

voir les notations ci-dessus dans (22).
D'après la proposition 2.7 aussi, le cycle ΨX ×SpecOK SpecK détermine une hy-

persurface de P
(∧d+1 EK

)
de degré δ. On prend un élément ψX ∈ Symδ

K

(∧d+1 EK
)

qui dé�nit l'hypersurface ci-dessus. Par le théorème 5.5, on obtient

1

[K : Q]

∑
p∈Q(ΨX )

N(p)(26)

6 (2δ − 1)h(ψX) + log(2δδ − δδ−1) + (3δ − 2) log

(
N + δ

N

)
+(2δ − 1)δ log

δ + 1

2
+ (2δ − 1) log

(
δ[
δ+1

2

]),
où h(ψX) est la hauteur classique dé�nie dans la dé�nition 3.2. On compare h(ψX)
et hO(1)

(X ) dans la proposition 3.7 pour E dé�ni à (7), et on obtient l'assertion en
l'appliquant à (25) et (26).

Remarque 6.2. � On considère la constante C2(n, d, δ) dé�nie dans le théorème
6.1. On a

C2(n, d, δ)�d,n δ
2 log δ.
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